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Material de Apoio: Definicao de Limite

Aula 02 — Secdo 1.2 (Marco Cabral & Paulo Goldstein, pp. 10-17)

1. Definicao Intuitiva de Limite

Ao analisarmos o comportamento de uma fungao real f(x), frequentemente estamos interessados
em entender o valor de tendéncia das saidas de f(z) quando a varidvel independente x se
aproxima de um determinado ponto ¢ € R. E fundamental destacar que esse processo analisa
a vizinhanca do ponto ¢, sem importar o valor ou a existéncia da funcao exatamente
no ponto c.

Defini¢ao 1.1 (Limite)

Seja f uma funcdo real definida em uma vizinhanga de ¢ € R (ndo necessariamente
definida no préprio ponto ¢). Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a ¢ é
igual ao ntimero real L, denotado por:

lim f(z) =L ou f(z) = L quando z — ¢

se os valores de f(z) se aproximam arbitrariamente de L a medida que x se aproxima de

¢, com T # c.
& /

Observacao Fundamental

O valor da fung¢do no ponto f(c) ndo interfere na existéncia ou no valor do limite

lim, . f(z). A fungdo pode ter um "furo'em ¢, estar definida com outro valor em c,
ou até mesmo nao pertencer ao dominio Dy.

2. Limites Laterais e Condicao de Existéncia

Para analisar o comportamento de fung¢oes descontinuas ou definidas por partes, estudamos
a aproximacao por caminhos unilaterais: pela direita (valores maiores que ¢) e pela esquerda
(valores menores que c).
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Definicao 1.2 (Limites Laterais)

« Limite pela Direita: Dizemos que o limite de f(z) quando x tende a c¢ pela direita
é L, denotado por:
lim f(z) =L (parax > c)
z—ct
« Limite pela Esquerda: Dizemos que o limite de f(z) quando = tende a ¢ pela
esquerda é L, denotado por:

lim f(x) =L (parax < c)

Tr—Cc

&

Lema 1.3 (Relacao de Existéncia dos Limites Laterais)

O limite bilateral lim,_,. f(z) existe e é igual a L se, e somente se, ambos os limites
laterais existem e sdo iguais entre si:

lim f(z) =L <= lim f(z)= lim f(z)=1L

e xz—ct x—c™

J

Consequéncia: Se os limites unilaterais forem diferentes (lim, ..+ f(z) # lim,_,.- f(z)),

concluimos imediatamente que lim,_,. f(z) nao existe.

3. Fenomenos de Inexisténcia de Limites

Nem todas as fungoes possuem limites finitos ao nos aproximarmos de um ponto. Na Secao 1.2
do livro-texto, destacam-se trés comportamentos estruturais:

1.

N

w

Descontinuidades por Salto (Fungdes por Partes e Parte Inteira): Em fung¢oes como
a parte inteira f(z) = |[z], os limites laterais em pontos inteiros ¢ € Z existem, porém sao
distintos (lim, ,.+|x] = c e lim, ,.- |x| = ¢—1). Nesses pontos, o limite bilateral nao existe.
Oscilagao Infinita na Vizinhanca da Origem: Na funcao f(z) = sin (%) (para x # 0),
conforme x — 0, a expressao % cresce infinitamente, fazendo a funcao oscilar entre —1 e 1

infinitas vezes em qualquer intervalo aberto em torno da origem. Logo, lim,_.q sin (%) nao
existe.
.. - . . . ) 1, sex e
. Descontinuidade Densa (Funcao Indicadora dos Racionais): Seja Ig(z) = 0 ¢ Q'
, sew

Devido a densidade dos racionais e irracionais na reta real, em qualquer vizinhanga de um
ponto ¢, a funcao oscila infinitamente entre 0 e 1. Assim, o limite ndo existe para nenhum
ceR.
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4. Propriedades Operatoérias dos Limites

As propriedades operatérias evitam a necessidade de aplicar a defini¢ao formal a cada calculo,
permitindo decompor limites complexos através de operacoes algébricas bésicas.

Teorema 1.6 (Propriedades Operatdrias dos Limites)

Sejam f e g duas fungbes reais tais que os limites lim,_,. f(z) = L; e lim,_,.g(z) = Lo
existam (L, Ly € R). Entao:

a) Soma e Subtragao: lim, ,.[f(z) £ g(z)] = lim,—. f(x) £ lim, . g(x) = Ly £ Lo
b) Produto por Escalar: lim, . [k - f(z)] =k - lim,. f(z) =k-L; (Vk € R)
¢) Produto: lim, ,.[f(x) - g(x)] = (lim,. f(x)) - limg_.g(x)) = L1 - Lo

)

d) Quociente: lim,_,. {&} = Hmeoef(@) %, desde que Ly # 0.

g(z)| — limg—cg(x)

e) Potenciagao: lim, . .[f(x)]" = [lim,. f(x)]" = L} (Vn €N)

5. Avaliacao Direta em Polin6mios e Funcoes Racionais

Como consequéncia direta do Teorema 1.6, obtemos a regra da substituicao direta para polino-
mios e fungoes racionais no interior de seus dominios.

Corolario 1.7 (Polin6mios e Fungoes Racionais)

e Se p(x) = apa™ + ap_12" ' + -+ + a1 + ap é um polindmio, entdo para todo ¢ € R:

lim p(z) = p(c)

Tr—c

e Se f(x) = f]% é uma funcao racional e ¢(c) # 0, entao:

pz) _ p(c)
w=eg(z)  q(c)
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